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Numerische Spannungsberechnung bei Torsion prismatischer
Bauteile beliebigen Querschnitts

Prof. Dr.-Ing. A. Kuske

1. Spannungsfunktion

Bei torsionsbeanspruchten prismatischen Bautellen bhelie-
bigen Querschnitts lassen sich die Spannungen mit sehr
einfachen Rechenverfahren ermitteln. Hierin liegt ein
welterer Schritt zur Entwicklung von Verfahren zur Span-
nungsberechnung, die mit kleinen Rechenmaschinen aus-—
kommen.

Fir die Spannungsberechnung in prismatischen Bauteilen
kann die Spannungsfunktion S§ angewendet werden, fir die

AS = - 2GB ‘ (1)

gilt. Sie liegt {ibrigens dem bekannten Prandtl”schen
Seifenhaut-Gleichnis zugrunde. Danach ist die Schubspan-
nung in einem Punkt eines Querschnitts proportional dem
Gefdlle des Seifenhauthiigels, wenn sein Volumen proportional
(bis auf den Faktor 2) dem zu libertragenden gesamten Moment
entspricht.

Man kann hierbei den Begriff eines Widerstandsmomentes fir
Torsion W, mit der Bedeutung W,_ = anwenden. Beide
GrifSen werden bei experimentelfen SB Eugagermittlungen mit
Hilfe des Seifenhauthiigels gefunden und ebenso bei dem
nachfolgend beschriebenen Rechenverfahren.

2. Differenzengleichung

Fiir die numerische Berechnung wird die Differentialgleichung(l)

in eine Differenzengleichung umgewandelt. Sie liefert dann
flir die 4 Eckpunkte 1, 2, 3 und 4 eines Quadrates - als
Element der Querschnittsflidche - und den Mittelpunkt dieses
Quadrates, der mit O bezeichnet sei:

S1+SZ+S3+S4 Gth

S, = ; + 2 (2)

wobel h die halbe Linge der Diagonalen des Quadrats bedeuten.
Mit der Randbedingung: S = const. 1#Bt sich - fiir eine will-
kiirlich zu wihlende GroBe von 2G6, (mit h = 1 cml)z.B. 2/cm2,
die HShe von § - also gewissermafBen die Hohe des Seifen-
hauthiigels - filr jeden Punkt berechnen. Das kann grund-
sdtzlich mit Hilfe eines entsprechenden Systems von linearen
Gleichungen ausgefiihrt werden. Dabei wird die Zahl der Un-
bekannten und damit der Gleichungen gleich der Zahl der
Quadrate, in die die Fl&che unterteilt wurde. Dieser Weg er-
fordert zwar eine relatilv kurze Rechenzeit, kann aber nur
mit leistungsfdhigen Rechenmaschinen und einem entsprechen-
den Programm durchgefiihrt werden. Sehr viel einfacher, wenn
auch mit etwas mehr Arbeitsaufwand im Einzelnen ist die
iterative L&sung. Hier kann man eine Abwandlung des Ver-
fahrens nach Liebmann, daf fiir die L&sung von Laplace” schen
Gleichungen benutzt wird, anwenden. Es hat sich gezeigt,

daB dieses Verfahren ebenso rasch konvergiert, wie bei der
L8sung der homogenen Gleichungen der Potentialtheorie.
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3. Durchfilhrung des Iterationsverfahrens

Wenn man z.B, die Spannungsverteilung in einem Rechteck-
gquerschnitt ermitteln will, teilt man diesen zundchst 1n
entsprechende Quadrate ein, wobel, wie sich gezeigt hat,

f~ die Aufteilung gar nicht allzu fein zu sein braucht, um
! genaue Ergebnisse zu erzielen.

Die Gr&Be von § ist fiir die Randpunkte gleich, sie kann
willkiirlich festgesetzt w=rden, zweckmidBigerweise setzt
man sie gleich O. Fir die Werte von § im Innern der Fldche
kann man grundsdtzlich zundchst beliebige Werte annehmen,
um sie dann durch die Iteration zu verbessern. Setzt man’
alle diese Werte ebenfalls gleich 0, so erfordert die
Berechnung eine relativ groB8e Anzahl von Schritten. Man
kann durch Uberlegungen die Gr&fe von S in den einzelnen
Punkten grob vorausschidtzen, womit sich die Zahl der er-
forderlichen Schritte stark vermindern 148t. Man beginnt
beispielsweise an einer Ecke des HufSeren Randes, an dem
also die drei Randpunkte gleich O sind und der vierte Punkt
zundchst einen willkiirlich angenommenen Wert hat. Daraus
errechnet gich der Wert fiir den Mittelpunkt nach Gl. (2).
Auf diese Weise berechnet man zundchst fiir alle Teilqua-
drate den Wert von S_ in der Mitte. Danach benutzt man die
so berechneten Werte filir die Mittelpunkte als Werte fiir die
Eckpunkte eines Systems von Quadraten, daf Jjeweils um eine
halbe Seitenlidnge gegeniiber dem urspriinglichen System ver-
schoben 1ist. Diese Rechenoperationen wiederholt man so-
lange, bis die errechneten Werte keine wesentlichen An-
derungen mehr zeigen. Damit ist der schwierigste Tell der
Berechnung bereits erledigt.

4. Auswertung

Man berechnet dann das Volumen dieses Hiigels, indem man

die Werte flir die Hohe in den einzelnen Punkten addiert

und mit der entsprechenden Fldcheneinheit multipliziert.-
Dieser Wert entspricht dann dem M_. Die Hbhe der Spannung

1. s insbesondere die hdchste Span%ung T kann man nun aus
dgn Werten in den randbenachbarten Punktah finden. Der
Punkt des grofSten Gefdlles und damit der grdften Spannung
ist sofort zu erkennen. Das Gefdlle an dieser Stelle 35/3n-
kann man aus diesen Zahlen ablesen. Besondere Genauigkeit
erzielt man dabel, wenn man die errechneten Werte auf den
Rand selbst extrapoliert, Das Verhdltnis des Volumens zu
dem Gefdlle ist dann bis auf den Faktor 2 gleich dem Wert

von wt:

_ _t | (3)

5. Allgemeine Randform

Die Beziehung Gl. (2)' 188t sich nun leicht abwandeln fir
Randformen, die nicht wie ' in diesem einfachsten Beispilel
rechtecklg sind, sondern eine beliebige Form haben, so daB
am Rande anstelle der Quadrate etwas verzerrte Vierecke
entstehen kdnnen.
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Ein welteres Problem liegt hier in der Ermittlung der Span-
nungen von Hohlquerschnitten. Lidngs des Randes eines Aus-
schnittes aus elnem Querschnitt ist 5 ebenfalls konstant,
jedoch nicht gleich O zu setzen. Vielmehr findet man den
richtigen Wert von S5 hier durch probieren. Zundchst kann

man filir den Querschnitt des Ausschnittes ebenfalls einen
solchen "Seifenhauthiligel™ berechnen unter den gleichen Vor-
aussetzungen wie beschrieben. Daraus findet man fiir den Rand
dieser Form an jedem Punkt dile Spannungshdhe. Nun gilt nach
dem Satz von Stokes, da der Mittelwert dieser Spannung gleich
dem Mittelwert der Spannung an dem Lochrand ist. Man wihlt
alsc bei dem Rechenverfahren den Wert von S fir den Rand
zundchst willkiirlich, berechnet danach dile sich ergebenden
Spannungen ldngs des Lochrandes {unter Exprapolieren wie

oben beschrieben). Zeigt sich, daB8 der so berechnete Mittel-
wert zu hoch oder zu niedrig ist, so muB er entsprechend ver-
dndert werden. '

6. Berechnung der Verwdlbung

Aus den so errechneten Spannungen, insbesondere am Rande,
kann man nun auch noch die VerwOlbung des Querschnitts ent-
nehmen. Dabei geht man von der bekannten Vorstellung aus,
daB sich die Spannungen in einem nicht rotationssymmetri-
schen Querschnitt zusammensetzen aus Spannungen nach der
elementaren Formel fiir Kreisquerschnitte, bei denen ja keine
Verwdlbung auftritt, und zusitzlichen Spannungen, die zu

der Verwdlbung fiihren. Die Gesamtspannung ist dabei die
vektorielle Summe aus den beiden genannten GroBen. Da die
Gesamtspannung bekannt ist und auch die Gr&Se der Spannung
bei einem rotationssymmetrischen Querschnitt, ergibt sich
die Verwdlbungsspannung aus dem entsprechenden Vektordreieck.
Diese Spannung, deren Gr&fSe von dem Torsionsmoment, den
absoluten Abmessungen und dem Schubmodul des Materials im
Einzelfall abhidngt, 138t sich daraus leicht zahlenmiBfig
angeben. ‘

7. Anwendung des Verfahrens

Es hat sich gezeigt, daB dieses Rechenverfahren mit den
kleinsten Taschenrechnern in relativ kurzer Zeit durchge-
fihrt werden kann. Es ist daher sowohl fir die Industrie
geeignet, wo entweder keine groBen Rechner zur Verfiigung
stehen oder der Aufwand filir die Erarbeitung eines entsprechen-
den den Programms, wenn dies nicht schon vorhanden ist,
eingespart werden soll. Natiirlich ist es ganz besonders
fir Ausbildungszwecke geeignet, -da es einerseits eine Vor-
stellung bezilglich der SpannungshShe und Verteilung ver-
mittelt und andererseits ein einfaches Ubungsbeispiel fiir
die numerische Spannungsberechnung darstellt. :

Uber dieses Verfahren wird in einer Ver®ffentlichung dem=
ndchst ausflihrlich berichtet werden.




Leckverluste an Druckluft-pPrehkolbenmotoren

1. Mbgliche Leckstellen

Wdhrend bei Hubkolbenmotoren mit Hilfe von Kolbenringen
eine sehr gute Abdichtung zwischen den Kolbenseiten er-
reicht wird, ist eine solche Abdichtung bei Drehkolben-
motoren kaum méglich. Die fir einwandfreien Betrieb er-
forderlichen Spiele zwichen Stirnseiten und Umfang der
Rotoren elinerseits und dem Gehduse andererseits bilden
Spalte, durch die Druckluft ohne Arbeit zu verrichten
entwelchen kann. Weitere Leckverluste k&nnen durch un-
genitigend abgedichtete Lager entstehen.

2. Experimentelle Bestimmung der Leckstromguerschnitte

Druckluftmotoren werden im allg. bei Druckverhdltnissen

-zwischen Ein- und AuslaB hetrieben, die unterhaldb des

Lavaldruckverhdltnisses liegen. Dann gilt bekanntlich,

daB im engsten Strimungsquerschnitt, hier also dem engsten
Leckstromquerschnitt, gerade Schallgeschwindigkeit er-
reicht wird. Mit der Schallgeschwindigkeit WS

W ==9fn-ps'vsz /u-R-TS

ergibt sich fir den Leckvolumenstrom

VL=u-AL-wSma-AL/H-R-TS

Unter der Annahme adiabater Zustandsidnderung vom Vor-
druck p, auf den Lavaldruck p_ gilt fiir die Temperatur T
im engs%en Leckstromquerschniit

T x;1 _
8 = (5 = 0,834  filir Luft
Ty - Py

mit dem Lavaldruckverhidltnis

Pg
D, = 0,53 und » = 1,4 flir Luft
1

Der effektive Leckvolumenstrom ist alsc unabhéngig vom
Vordruck und dndert sich proportional der Wurzel aus T
bzw. T1. Der Massenstrom

ML s oo AL ’ ps .'WS

wdchst linear mit der Dichte, d.h. mit dem Vordrick p

Aus Messungen des Luftverbrauchs der blockierten Mascﬁine
kann nun In einfacher Weise ein theoretischer Leckstrom-
gquerschnitt

Bp,en & ¢ By
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bestimmt werden, der eine niitzliche Vergleichsbasis beim
Vergleich von Motoren darstellt. Bei mehreren Messungen
ergaben sich fir die AusfluBzahl a , mit der die Minderung
der ausflieBenden Menge durch Reibung und, falls vorhanden,
durch Kontraktion beriicksichtigt wird, Werte um 0,8.Dies
entspricht etwa dem Wert, der allgemein (z.B. (1)) fir das
Verhdltnis von mittlerer zu maximaler Geschwindigkelt in
turbulenter Strdmung angegeben wird. Der Wert der Aus-
fluBzahl o wird im wesentlichen von der Reibung bestimmt,
dle ihrerseits von der Reynolds~Zahl abhdangt. Die Geome-
trie der Stromungskandle ist gekennzeichnet durch die

heute erreichbaren Betriebsspiele (Leckspaltweiten) (filir
kleine und mittlere Motoren etwa 0,04 - 0,08 mm) und "groBe”
Leckspaltlingen, ist also gleich oder zumindest von glei-
cher GréS8enordnung. Flir gleiche Temperaturen ist die Schall-
geschwindigkeit als kennzeichnende Strémungsgeschwindigkeit
konstant, so daB sich nur infolge der Druckabhdngigkeit der
kinematischen Zdhigkeit die Reynoldszahl &ndern kann. Da
die AusfluBizahl o sich nicht stark mit der Reynoldszahl
dndert, kann man, besonders fiir Abschidtzungen, von dem oben
angegebenen Wert o = 0,8 ausgehen.

Damit gelingt es, die Leckverluste durch die spielbe-
dingten Leckspaltgquerschnitte auch ohne Messung abzu-
schdtzen. Bei Messungen kann man ferner erkennen, ob die
Leckverluste durch undichte Lager erheblich sind (o >> 0,8).

Zur praktischen Durchfiihrung der Messung: Bei Zahnrad-
motoren lassen sich bei blockierter Maschine einwandfrei
reproduzierbare Volumenstrfme messen. Bei Druckluftlamellen-
motoren mit ihren beweglichen Lamellen konnten auf diese
Art keine reproduzierbaren Werte bestimmt werden; weil
dort offenbar der Leckverlust stark von der Lage der
Lamellen zur Lufteintritts&ffnung abhéngt. Hier wurde
eine Extrapolation aus Luftverbrauchskurven V = f(n)

auf die Drehzahl n = O vorgenommen. Aus den extrapolier-
ten Werten ergaben sich dann aufgrund der oben darge-
stellten Zusammenhinge vom Vordruck unabhidngige Leck- .
stromguerschnitte, die mit den zuvor abgeschitzten Quer-
schnitten gut Ubereinstimmten. '

3. EinfluB der Drehbewegung auf den Leckstrom

Das dynamische Verhalten der Leckstrtme bei drehender
Maschine ist wesentlich schwieriger zu beurteilen: die
Stromungsverhdltnisse in den Leckspalten werden aufier-
ordentlich unilbersichtlich, weil einmal die Rotordrehung
die LeckstrOmung beeinflufit und zum anderen sich
"sekundédre" LeckstrOme aus den sich bewegenden Kammern
bei Lamellenmotoren und aus den Zahnliickenrdumen bei
Zahnradmotoren ausbilden. Da die Druckunterschiede zwi-
schen zwei benachbarten Kammern gering sind, wird der
Leckverlust am Umfang sehr gering und nur kurz vor Er-
reichen der AuslaBkante stdrker werden. Da die Sekundir-
leckstrome und die Leckverluste am Umfang sich erst nach
Trennung der Kammern vom Einlaf ausbilden, werden sie mit
wachsender Drehzahl abnehmen. '




Die verwickelten Verhdltnisse durch Messungen iiberschau-
bar zu machen erscheint praktisch nicht m8glich, weil
bei der Kleinheit der Motoren die interssierenden Be-
reiche fir Messungen nicht zugdnglich sind und bei der
Kleinheit der Leckspalte jeder MeBfehler bzw. jede MeB~
6ffnung die zu messende Strdmung betrdchtlich stdren
wiirde. Eine indirekte Beurteilungsmdglichkeit bietet
hier dexr Vergleich zwischen errechneten und gemessenen
Luftverbrauchskurven, wenn bei der Berechnung ein von
‘der Drehzahl unabhidngiger Leckvolumenstrom zugrunde ge-
legt wird. ‘

4. EinfluB der Eintrittsdrosselung auf den Leckstrom

Der -Leckmengenstrom dndert sich, wie eingangs dargestellt,
linear mit dem Druck im Motoreinlaf. Die eintretende
Druckluft wird in den EinlaBkandlen gedrosselt. Die
Drosselung ist dabei (zumindest naherungsweise} proportional
dem Quadrat des Volumenstroms

bl<b
[N}

[w il &

AP:C o—g-

Der Volumenstrom wird im wesentlichen bestimmt vom Schluck-
vermdgen des Motors, d.h. dem Produkt aus Kammervolumen
und Drehzahl, wdchst also bei ungedrosselter Zustrdmung
linear mit der Drehzahl. Der Druckverlust durch Drosselung
steigt demnach etwa quadratisch mit der Drehzahl an und
der Leckmengenstrom verringert sich, wenn die beschriebenen
dynamischen "Dichteffekte" nicht berilicksichtigt werden,
proportional zum abnehmenden Eintrittsdruck. Das. Verhdlt-
nis von Leckmengenstrom zu arbeitsverrichtender bruckluft
dndert sich durch die Drosselung nicht.-

5. EinfluB der MotorgrdBe auf den Leckstrom

AbschlieBend sei darauf hingewiesen, daff mit wachsender
Motorgridfe das Verhdltnis von Leckstrdmen zu arbeits-
verrichtender Druckluft abnimmt, weil bei VergrdSerung
die Leckspaltldngen beil etwa konstanten Bausplelen linear,
die Kammervolumina aber mit der dritten Potenz des MaB-
stabgfaktors anwachsen.

2
AL1ﬂsp1°S=M Vx1:d1‘b1=M3
ALZ sp2 S Vk2 az * p

2 2

Dies ist einer der Grilnde dafiir, daf mit grdBeren Motoren
ginstigere spezifische Leisten erzielt werden als mit
geometrisch dhnlichen kleineren Motoren gleicher Bauart.
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Spannungsoptisches Verfahren zur Ermittlung der Spannungen.
in Umformwerkzeugen, die durch ein plastisches Umformgut
belastet werden

Pr.~-Ing. J. Zech

1. Lebensdauer von Umformwerkzeugen

Die Ermittlung von Spannungen in Umformwerkzeugen, die durch
das Werkstiick (Umformgut) belastet werden, konnte auch durch
den Einsatz neuer GrofB-Rechenanlagen kaum verbessert werden,
da die Randbedingungen, also die Kraftverteilung zwischen
Unformgut und Werkzeug, in praktisch allen Fdllen unbekannt
ist. Wenn die Randbedingungen geschdtzt oder stellenweise
experimentell anndhernd bestimmt werden, so bleiben oft noch
grofie mathematische Schwierigkeiten und mangelnde Rechner-
kapazitdt zu bewdltigen.

Die bisher angewandten experimentellen Methoden sind eben-
falls unbefriedigend:

~ bel der Verwendung von DMS erhdlt man nur Ergebnisse fir
wenige Mefipunkte, wobei besondere Schwierigkeiten auf-
treten, wenn man im Innern des Werkzeuges oder an den
formgebenden Konturen wdhrend des Umformvorganges messen
will;

- wendet man das spannungsoptische Oberflédchenschichtverfahren|1]
oder das Moiré-Verfahren TZ] an, erhdlt man lediglich an
der weniger beanspruchten und sichtbaren AuBenkontur MeB-
ergebnisse; :

~ bei spannungscoptischen Versuchen wurden bisher zur Belastung
von Umformwerkzeugen nur abgeschédtzte Einzelkrédfte |3|
verwendet. Gelegentlich wurde mithilfe von sich elastisch
verhaltenden Modellumformmaterialien die Lastverteilung
auf das Werkzeuyg angenghert.

Durch das am Institut filr Maschinenwesen entwickelte und im
folgenden beschriebene spannungsoptische Verfahren wird die
Spannungsermittlung in Umformwerkzeugen einfacher, genauer
und wesentlich billiger.

2. Spannungsoptisches Versuchsverfahren

Von -dem zu untersuchenden Umformwerkzeug wird ein Modell in
beliebigem MafBistab hergestellt, bei dem diejenigen Ebenen,
in denen die Spannungen ermittelt werden sollen, aus einem
spannungsoptisch aktiven Modellwerkstoff (z.B. Epoxiharz)
hergestellt werden. Der Rest des Modells bzw. die Abdeck-
latten bei ebenen Modellen werden aus spannungsoptisch nicht
?4[ oder wenig aktivem Material (z.B. Plexiglas) hergestellt.
Der Zusammenhalt des Modells wird durch Kleben |5| , XKlammern
oder Verschrauben gewdhrleistet. ' '

Die Belastung erfolgt durch ein viskoelastisches Modellum-
formgut, das sich hinsichtlich der Belastungsverteilung auf
das Werkzeug &hnlich verhdlt wie ein metallisches Umformgut
im vollplastischen Zustand. In Vergleichsuntersuchungen hat
sich daflir das unausgehdrtete Epoxiharz Lekutherm X 30 der




Firma Bayer Leverkusen als besonders geeignet herausge-
stellt, da es zusdtzlich die Spannungsermlttlung im Umform-
gut erméglicht |6].

3. Modellaufbau

Bel der Modellherstellung muB man verschiedene Fdlle unter-
scheiden. Zunichst wird geprift, ob das Umformwerkzeug an-
hand ebener, dinner Schnitte untersucht werden kann oder b .
die Berilicksichtigung eines rdumlichen Spannungszustandes
notwendig ist. Beide Fdlle unterteilen sich noch einmal da-
nach, ob das Umformgut den Bereich des Mcdells, der span-
nungsoptisch ausgewertet werden soll, durch UberstrOmen
verdeckt oder zur Beobachtung freil&pt. Die durch diese
vier unterschiedlichen Fdlle bedingten Modellaufbauten sind
in den Abb. 1 bis 4 dargestellt:

zu Abb. 1:

das ebene Modell des Umformwerkzeuges wird seitlich vom
Umformgut umstrdmt; der spannungsoptische Effekt ist in
einem Polariskop ohne weiteres zu beobachten und auszuwerten.
Die vordere und hintere Abdeckung des ebenen Modells erfolgt
z.B. durch Plexiglas-Scheiben.

zu Abb. 2:

da das Modellumformgut spannungsoptisch aktiv ist und vor
und hinter dem ebenen Modell vorbeigepreBt wird, iiberlagern
sich die optischen Effekte in Modell und Umformgut..Deshalb
miisgen die Polarisationsfilter direkt auf das Modell aufge-
klebt werden. Die Abdeckung erfolgt z.B. durch Plexiglas-
Scheiben.

zu Abb. 3: ,

das dreidimensionale Modell wird z.B. aus Plexiglas herge- '
stellt. In diejenigen Ebenen, in denen die Spannungen er- -
mittelt werden sollen, werden spannungsoptisch aktive Schich-
ten eingesetzt. Bei Belastung. des Modells zeigen dann nur

die gewlinschten Ebenen einen spannungsoptischen Effekt, der
ausgewertet werden kann.

zu Abb. 4:

wird das rdumliche Modell durch das Umformgut verdeckt, milssen
auBer den spannungsoptisch aktiven Schichten auch noch die
Polarisationsfilter mit elngeklebt werden, um eine Auswer—
tung vornehmen zuy kdnnen.

Da die Reibung einen groBen EinfluB auf die Spannungsver-
teilung im Werkzeug hat, mufi der Reibbeiwert zwischen Werk-
zeug und Umformgut im Modell durch entsprechende Schmierun
dem Reibbeiwert in der Hauptausfiihrung angeglichen werden TG[

Die Methoden zur Auswertung der optischen Effekte in den
spannungsoptisch aktiven Ebenen des jeweiligen Medells sind
in |1]| beschrieben.
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Beispiele zur Veranschaulichung des Singularititen~
Uberlagerungs~Verfahrens

a

Dipl.-Ing. J. Ertner

1. Geschlossene oder numerische L&sung

Es so0ll hier an Beispielen das Prinzip des Singularitdten-
Uberlagerungs~-Verfahrens fiir die Berechnung von Spannungen
in Scheiben infolge &uBerer Kréfte-sowie behinderter Wirme-
dehnungen gezelgt werden. Dies so0ll am dickwandigen Rohr
demonstriert werden. Da hier die Belastungen und Berandungen
symmetrisch sind, bekommt man eine geschlossene LGsung,
wadhrend bei anderen Problemen man eine andere Methode

- numerische oder zeichnerische |1| - anwenden muB. Diese

so gefundene L&sung kann mit aus der Literatur |2]| bekann-
ten verglichen werden.

2. Dickwandiges Rohr - belastet durch Krafte
2.1 Grundlagen ' '

Als Grundlage dient der Spannungsverlauf in einer unendlichen
Scheibe, der durch eine gleichmdBige Krdfteverteilung p_ am
Radius r, (Abb. 1) verursacht wird. u

AuBerhalb des Kreises sind die Spannungen

2 s 2 '1_\) r, 2 r, 2
(r)= —— Pu(ﬁ?)z,apu(??) (i)

o 1=v To e o)
Ut(r)*— 2 Pu(""i:“} = Otpu(—r—'_) und Ur

und innerhalb des Kreilses

(2)

2.2 Ermittlung der Spannungen wenn die Belastung am Innenrand
angreift |

Nun denken wir uns die Schelbe {(Abb. 2) eingebettet in eine
unendliche Scheibe. An den Berandungen A und B bringen wir
eine fiktive Kriftebelegung p* und p¥ so an, daB an diesen
Berandungen in der unendlichefl ScheiBe die gleichen Rand-
spannungen herrschen wie an der reellen Scheibe.
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Am Innenrand missen sich die Einfliisse der fiktiven Krdfte
~in radialer Richtung aufheben, so daB dort als radiale

Spannungen die Krdftebelegung p bleibt. Da wir die Krdfte-
belegung p auch in die unendliche Scheibe eingebettet haben,
miissen wir sie durch o dividieren. So bekommen wir fiir den
Innenrand

ppe t pf * B =0 (3)

Am AuBenrand miissen die fiktiven Krdfte die Radialspannungen,
die durch die Belegung p/o verursacht werden, aufheben.

a2, 4. _p a2
pia (F) + ppB = - fo () (4)

Aus (3) und (4) bekommen wir

2 2
%_E a # E a
p, =% —5—5 und p; = - (5)
a o b -a2 b B bz--a2

Der gesuchte Verlauf der Radialspannungen ist

2 2
o () = Fa (2 + pfa(d) + pf B (6)

Durch das Einsetzen von (5) bekommen wir

b ~a r

Den vecildzuf der Tangentialspannungen bekommen wir analog:
p al? S L2
1 == _ - W = i#*
Gt(rJ uu(r) paa(r) * pbB (8)

Purch das Einsetzen von (5) bekommen wir

2 .2 2
— a~ b+ r
Op{r}= - P — )

b —a2 r

Wie man sieht, verschwindet der EinfluB der Querdehnungszahl v.
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2.3 Ermittlung der Spannungen, wenn die Eelastung am AuBen-
rand angrelft

Die Berechnung erfolgt analog derer, die unter 1. durchge-
fiihrt wurde. Die zwei Gleichungen filr das Berechnen der
fiktiven Krédftebelegung werden lauten:

a) fir den Innenrand p;a-+ pEB = -p * B (10)

. 2 '
b) fiir den AuBenrand pza(%) + pEB = 0 (11)

Das Bestimmen von U {r) und o (r) erfolgt analog wie unter
2.2

3. Dickwandiges Rohr - Widrmespannungen

3.1 Grundlagen

Eine im Punkt C einer unendlichen Scheibe wirkende Wirme-
quelle der Ergiebigkeit Q verursacht in einer Entfernung
rp folgende Temperatur in Spannungen:

r

T(p)= - 2 in B | (12)
o .
g.(p) = - 599(~ 2 in iﬁ + 1) (13)
r BmA r, T
o (p) = - B2 3 4n R _ 1) (14)
t Bk Vs ,
wobel E - Elastizitdtsmodul
A - Widrmeleitzahl
0, - Wirmeausdehnungskoeffizient
r - Langeneinheit

ist.
3.2 Ermittlung der Spannungen bel unterschiedlicher Tempéra~
tur am Innen~ und AuBenrand

(Ta - Tb)ZHA

in Q
a

Aus 12 Q = (15)

Radialspannungen an den Berandungen in der unendlichen
Scheibe:

Ea(T_-T,)
opg )= - ————E—EP—(- 2 on &+ 1)
4 on 3 ro
Ea (T_~T,)
e . 8 b b_
UrQ(B)~ 5 (-~ 2 &n = + 1)

4 4n = o)
a
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Fiir die Randbedingungen o_{A) = o_{(B} = O bekommen wir zwei
Gleichungen. Da der Einfluf der Querkontraktion verachwindet:,
kOnnen wir schreiben:

1 o .
Py * pp = = 0., (A) (18)

.2
# ¢4 * o= .
PL(E) + B} = - 0B (19)
purch das Ermitteln von p¥ und p¥ aus (18) und (19) und das
Einsetzen in (20} und (21? bekomRen wir die tangentiale und
radiale Spannungsverteilung.

2
= # .8 %
-or(r) = UrQ(r) + pa(r) + Py, (20)
2
_ gl #
o (xr) = 0, (x) pLF) + Py (21)
4 .
4 - - a 2
1 g (r) = Eu(Ta Tb) |ﬂ'n r + b2 3:2-a l
E r 2 b 2 2 2
; &n a b -a r
f
| a
E o (r) - - Ea(Ta—Tb) IRn = ) 1 N b2 a2 + r2|
5 t 2 in g 2n % b?'--a2 r2

Nach dem gleichen Prinzip ko&nnen auch Wdrmespannungen infolge
instationdrer Temperaturfelder berechnet werden.

Literatur

|1] XUSKE, A.: Spannungen in Scheiben - Zeichnerisches
Verfahren; Technische Rundschau Nrxr. 46, 1975
und Nr. 5, 1976

|2| FOPPL: Drang und Zwang, Leibniz-Verlag Miinchen, 1947

|31 DIRLEWANGER, H.: Beitrdge zur Spannungsermittlung mit
Singularitdtenverfahren, Diss. TU Clausthal, 1972
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Spannuugsoptische Untersuchung eines Radialverdichterrades mit
genieteter Deckscheibe

Dipl.~Tng. W. Boll

I. Problemstellung: Leistungssteigerung von Radialverdichtern

Die an Radialverdichtern zur Zeit Ublichen Umfangsgeschwindigkeiten stellen
noch nicht die Grenze des gasdynamisch Méglichen dar. Zur Leistungssteigerung
bemiiht man sich deshalb, die Drehzahl heraufzusetzen, Hierbei ergeben sich
Festigkeitsprobleme, da die Fliehkrifte mit dem Quadrat der Drehzahl stei-
gen,

Unter Beriicksichtigung stromungsmechanischer wie fertigungstechnischer
Gesichtspunkte sollte eine LAuferform gefunden werden, die den mechanischen
Belastungen standhdlt.

Zur Zeit konkurrieren zweil Bauformen miteinander.

a) das in eilnem Stiick gegossene Verdichterrad

b) das Verdichterrad bestehend aus Radkérper mit angegossenen Schaufeln
und aufgenieteter Deckschaibe

2. Spannungsoptisches Untersuchungsverfahren

Am Institut fiir Maschinenwesen der TU Clausthal wurden zwel spannungsoptische
Modelle von Radialverdichterriddern der Bauform a) und b), sonst aber gleicher
Abmessunpgen erstellt. Die Ri3der wurden nach dem "Einfrierverfahren" helastet,
indem sie auf einem dafiir konstruieren Priifstand erwdrmt, geschleudert und
unter Schleuderlast langsam wieder abgekiithlt wurden. Im erkalteten Zustand
waren die Dehlnungen- und damit die spannungsoptischen Effekte - eingefroren.

Die Modelle wurden anschlieBend in Schnitte verschiedener Richtung zerlegt
und spannungsoptisch ausgewertet

3. Ahnlichkeitsbeziehungen fiir Gas— und Fliehkridfte

Fiir die Ubertragung vom Modell auf die Hauptausfiihrung sind die speziellen
Ahnlichkeitsgesetze anzuwenden.

Am Laufrad entstehen Spannungen durch Fliehkrdfte, Gaskrdfte und drtlich
ungleiche Brwidrmung durch Kompression des Gases.

Wiarmespannungen lassen sich mit dem Einfrierverfahren nicht erfassen, da

wihrend des Einfriervorganges keine nennenswerten Temperaturgefal1e im
Bauteil herrschen diirfen,

Gaskrifte erzeugen in der Radscheibe im allgemeinen nur unwesentliche Span-
nungen, Lediglich auf die Blegespaunungen in den Schaufeln - sofern es sich
um diinne Schaufeln handelt - haben sie einen EinfluB. Die Ahnlichkeitsbe-
ziehung flir Materialspannungen durch Gasdriicke lautet:

222

o, P, ©

S A2 (—ml*—wﬂ )
M Pu Py Y Tu :

- Materialspannung

-~ Gasdruck

Dichte des QGases

~ Winkelgeschwindigkeit
-  Durchmesser

Index H- Hauptausfiihrung

Index M~ Modellausflihrung

=g D" A
I

SR g
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Die Machzahl und die Reynoldszahl, die bei Strdmungsvorgidngen betrachtet
werden, sind in Gl. (1) nicht beriicksichtigt und lassen.sich mit ihr auch
nicht in Einklang bringen. Eine strenge Ahnlichkeit beziglich der Gaskridfte
existiert daher nicht.

Ahnlichkeitsbedingung fiir die Machzahl:

¢ - Schallgeschwindigkeit
£ - Durchmesser
n - dyn., Zdhigkeit

Fiir den MaBstab der Spannungen durch Flieikvédfte gilt die Beziehung:

. 2 2 5
Lﬂ = (fﬂ) .(ﬂﬁ) i
g M ulM 2

il

— (2)
r

p - Werkstoffdichte

Dieses Gesetz besitzt den dominierenden Einfluff auf die Laufradspannungen;
will man die Gaskridfte ebenfalls beriicksichtigen, so gilt, daBl das Verhdlt-
nis der Spannungen aus Gaskridften zu den Spannungen aus Fliehkrdften in
Modell und Hauptausfilhrung gleich sein muf3.

&

Index ¢ - Gaskraft
Index Z - Fliehkraft

a

)
M 9y 0y

a a

H HY
oder ia‘i i E{Ti
MG M Z
Mit den G1. (1) und (2) kaon man dann schreihen:
2 . i
DH RH 2 wy 2 H QH 2 o 2
— '(E“O ‘(ar) -5 '(E“) (=)
Py i Mo P
Py Py
oder — = 6—
M M

Zur Erzeugung der Ahnlichkeit zwischen Gas— und Fliehkréften muf daher
das Verhidltnis der Gasdichten entsprechend festgelegt werden. Die Gas-
dichte im Modell 130t sich durch den Druck und die Gaszusammensetzung
auf den.erforderlichen Wert bringen{die Temperatur dagegen liegt ver-
suchsbedingt beil 1209 C fest); z.B. die Verwendung von reinem Helium
statt Luft ergibt p_ /p, = 7 bel gleichem Druck in Modell- und Haupt-
ausfiihrung. Welche gerMMaBnahmen die giinstigere ist, hidngt von den
Abmessungen und Kesten ab.
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Die vorliegende Untersuchung wurde bei Atmosphirendruck im MaBstab 1:1
durchgefuhrt was bei einem Verhdltnis der Werkstoffdichten pM/pM = 1/6
zu einem Verdichtereintrittsdruck von 6 bar bei 400 K fihrt

~ ein Zustand, der bei Raedialverdichtern auftritt, die als letzte Stufe
hinter mehrere Axialverdichter gelegt werden.

Ahnlichkeit zwischen den Materialspannungen in Modell- und Hauptausfilhrung

existiert nur, wenn der Werkstoff in der Hauptausfiihrung im linear elastischen

Bereich belastet wird.

4. Ergebnisse

Die spannungsoptischen Bilder der Modellschnitte liefern die sekunddren
Hauptnormalspannungsdifferenzen. Wihlt man die Schnittebene 8o, daB die
Richtung des durchstrahlenden Lichtes mit einer Hauptspannungsrichtung
zusammenfdllt, erh#lt man die primiren Hauptnormalspannungsdifferenzen in
der Ebene der beidem anderen Hauptnormalspannungsrlchtungen z. B. beim
Radialschnitt eines rotatlonssymmetrlschen Kdrpers.

Es gilt dort, wenn ¢, in Blickrichtung liegt:

3
o -5 -DS
| 2 d

9, [N/mmzl ~ Hauptnormalspannungen

, .
n li - Interferenzordnung
S N/mm| - spannungsoptische Konstante
d mm | - Schnittdicke

Dort, wo auf die Randzonen des Bauteils keine HuBeren Lasten wlrken, gllt.
0, = 0; und es folgt
-ns

9 T ‘ 5
Dieser Fall findet Anwendung fiir den abgebildeten Radialschnitt. Die Zahlen-
werte stellen die Isochromatenordnungen (Interferenzordnungen des durch-
tretenden Lichtes) dar; sie sind am Rande der in radial-axialer Richtungen
liegenden Hauptspannung direkt proportlonal
Aus dem Bild geht u.a. hervor, daB sich in der Radscheibe in der NZhe der
Eintrittskante die Zugspannungen in radialer Richtung, herriihrend aus den
Fliehkrdften der Radscheibe, mit den Biegespannungen aus den Schaufenein-

spannmomenten iUberlagern. Die maximale Zugspannung liegt auf der Radscheiben-—

innenseite wdhrend an der AuBenseite eine leichte Druckspannung herrscht.

Die Einzelauswertung weiterer Schnitte hat Aufschluf {iber die Spannungs-
Dehnungsverndltnisse gegeben und MSglichkeiten einer Formoptimierung
aufpezeigt.
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